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Àííîòàöèÿ
àññìàòðèâàåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è î ñêà÷êå, îäíîðîäíîé è íåîäíîðîäíîé çàäà÷ èìàíà
Φ+(t) = G(t)Φ−(t)+g(t), t ∈ L, â ñëó÷àå äâîÿêîïåðèîäè÷åñêîãî ðàñïîëîæåíèÿ äóã. Èññëå-
äîâàí ñëó÷àé ïåðèîäè÷åñêèõ êîýèöèåíòà G(t) è ñâîáîäíîãî ÷ëåíà g(t). Íà îñíîâàíèè
ðåçóëüòàòîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è èìàíà äëÿ ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà êîíòóðîâ äàíî îáîáùåíèå
ðåøåíèÿ çàäà÷è î ñêà÷êå (G(t) ≡ 1) íà ñëó÷àé íåïåðèîäè÷åñêîãî ñêà÷êà g(t) .
Êëþ÷åâûå ñëîâà: çàäà÷à èìàíà, äâîÿêîïåðèîäè÷åñêîå ðàñïîëîæåíèå äóã, ýëëèïòè-
÷åñêàÿ óíêöèÿ, êâàçèýëëèïòè÷åñêàÿóíêöèÿ, ïåðèîäè÷åñêèé êîýèöèåíò è ñâîáîäíûé
÷ëåí, ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî äóã, íåïåðèîäè÷åñêèå ñêà÷êè.
Ââåäåíèå
Çàäà÷à èìàíà äëÿ ðàçîìêíóòîãî êîíòóðà â êëàññå äâîÿêîïåðèîäè÷åñêèõ óíê-
öèé ðàññìàòðèâàëàñü â ñòàòüå [1℄, ãäå äàâàëàñü îáùàÿ ñõåìà ðåøåíèÿ. Â ï.ï. 1,2
äàííîé ðàáîòû ê ðåøåíèþ ýòîé çàäà÷è ïðèìåíÿåòñÿ èíîé ïîäõîä ñ èñïîëüçîâàíèåì
êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ óíêöèé [2℄. Ýòî ïîçâîëèëî óïðîñòèòü èññëåäîâàíèå çàäà÷è è
èñïðàâèòü íåòî÷íîñòü â ñëó÷àå íóëåâîãî èíäåêñà.
Â ï. 3 ñ ó÷åòîì ðåçóëüòàòîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è èìàíà â ñëó÷àå ñ÷åòíîãî ìíî-
æåñòâà êîíòóðîâ [3, ñ. 236274; 4℄ äàíî îáîáùåíèå çàäà÷è î ñêà÷êå íà ñëó÷àé
íåïåðèîäè÷åñêîãî ñêà÷êà. Ïðåäëîæåííûé àïïàðàò ïîçâîëÿåò èññëåäîâàòü çàäà÷ó
èìàíà äëÿ íåïåðèîäè÷åñêîãî êîýèöèåíòà. Ýòîò ðåçóëüòàò áóäåò èçëîæåí âî
âòîðîé ÷àñòè ñòàòüè.
1. Ñëó÷àé ïåðèîäè÷åñêèõ êîýèöèåíòà è ñâîáîäíîãî ÷ëåíà
1.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü R = {z = s1ω1 + s2ω2, 0 < s1 < 1, 0 <
< s2 < 1} åñòü âíóòðåííîñòü ïàðàëëåëîãðàììà ñ âåðøèíàìè t1 = 0, t2 = ω1,
t3 = ω1 + ω2, t4 = ω2; Im (ω2/ω1) > 0. Ïîä ∂R áóäåì ïîíèìàòü ãðàíèöó R, ïðîõî-
äèìóþ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè. Ïðè òàêîì îáõîäå, íà÷èíàÿ ñ òî÷êè ω2 , ñòîðîíû




2. Òîãäà T1(l1) = l
′
1, T2(l2) = l
′
2, ãäå T1 = z + ω1,
T2 = z + ω2  ïîðîæäàþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ äâîÿêîïåðèîäè÷åñêîé ãðóïïû Tω
{z 7→ z + ω; ω = k1ω1 + k2ω2, k1, k2 ∈ Z}.
Ïóñòü Π = R∪l1∪l2∪{0}, L0 = (â0, b0) ∈ R  ãëàäêàÿ ðàçîìêíóòàÿ äóãà (ðèñ. 1)
Îïðåäåëåíèå. Íàçîâåì äâîÿêîïåðèîäè÷åñêîé êóñî÷íî-ãîëîìîðíîé ñ ëèíèåé
ñêà÷êîâ L0 óíêöèþ Φ(z) , óäîâëåòâîðÿþùóþ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:
1) Φ(z) ãîëîìîðíà äëÿ âñåõ z ∈ Π\L0 ;
2) Φ(z) íåïðåðûâíî ïðîäîëæèìà íà L0 ñëåâà è ñïðàâà;
3) Φ(z + ωk) = Φ(z) äëÿ âñåõ z ∈ Π\L0 ;




































, 0 ≤ γ < 1
êàê äëÿ c0 = a0 , òàê è äëÿ c0 = b0.
Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî Φ(z) àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæèìà íà îáëàñòü
C\Tω(L0) è ÿâëÿåòñÿ òàì äâîÿêîïåðèîäè÷åñêîé óíêöèåé.
Òðåáóåòñÿ íàéòè äâîÿêîïåðèîäè÷åñêóþ êóñî÷íî-ãîëîìîðíóþ ñ ëèíèåé ñêà÷êîâ
L0 óíêöèþ Φ(z) ïî êðàåâîìó óñëîâèþ
Φ+(t) = G(t)Φ−(t) + g(t), t ∈ L0, (1.1)
ãäå G(t), g(t)  çàäàííûå óíêöèè, G(t), g(t) ∈ Hλ(L0) è G(t) 6= 0 ïðè t ∈ L0 .
Ïîñòàâëåííàÿ çàäà÷à ðàâíîñèëüíà êðàåâîé çàäà÷å ñ óñëîâèåì (1.1) ïðè t ∈
∈ Tω(L0) , ãäå G(t), g(t) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ
G(t+ ω) = G(t), g(t+ ω) = g(t), t ∈ L0.
























, k21 + k
2
2 6= 0,
åñòü äçåòà-óíêöèÿ Âåéåðøòðàññà, ϕ(t) ∈ Hλ(L0). Îòìåòèì ñëåäóþùèå ñâîéñòâà
ýòîãî èíòåãðàëà.





+ I(t), t ∈ L0.
2◦ . I(z)  êâàçèïåðèîäè÷åñêàÿ óíêöèÿ, òàê êàê





ϕ(τ) dτ, ηk = 2ζ(ωk/2), k = 1, 2.
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ln(z − c0) + I0(z),
ãäå çíàê ìèíóñ ñîîòâåòñòâóåò òî÷êå c0 = a0, çíàê ïëþñ  òî÷êå c0 = b0, óíêöèÿ
I0(z) èìååò â c0 êîíå÷íûé ïðåäåë.







ϕ(τ)[ζ(τ − z)− ζ(τ)] dτ,
îòëè÷àþùèéñÿ îò èíòåãðàëà (1.2) íîðìèðîâêîé I0(0) = 0.
1.2. Çàäà÷à î ñêà÷êå. àññìîòðèì ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó ïðè G(t) ≡ 1 :
Φ+(t) = Φ−(t) + g(t), t ∈ L0. (1.3)
Ñïðàâåäëèâà
Ëåììà 1.1. Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (1.3) ÿâëÿåòñÿ ðà-
âåíñòâî ∫
L0
g(t) dt = 0. (1.4)
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü çàäà÷à (1.3) èìååò ðåøåíèå. Ïðîèíòåãðèðóåì ðàâåí-
























Φ−(t) dt, òàê êàê
∫
∂R
Φ(t) dt = 0 â ñèëó






g(τ)ζ(τ − z) dτ â ñèëó ñâîéñòâ 1◦3◦ è óñëîâèÿ (1.4)
ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1.3). ×òîáû íàéòè åå îáùåå ðåøåíèå, çàìåòèì,
÷òî ðàçíîñòü Φ(z) − I1(z), íå èìåÿ ñêà÷êà íà L0, ÿâëÿåòñÿ äâîÿêîïåðèîäè÷åñêîé,
ãîëîìîðíîé (ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùåãî äîîïðåäåëåíèÿ â òî÷êå c0 ) â Π è, ñëåäîâà-
òåëüíî, ïîñòîÿííîé.
Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà
Òåîðåìà 1.1. Êðèòåðèåì ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (1.3) ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå (1.4).






g(τ)ζ(τ − z) dτ + C, (1.6)
ãäå C  ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ.
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Çàìå÷àíèå. Åñëè g(c0) = 0, òî â îêðåñòíîñòè c0 óíêöèÿ Φ(z) îãðàíè÷åíà,
ïðè g(c0) 6= 0 îíà èìååò â c0 ëîãàðèìè÷åñêóþ îñîáåííîñòü.
1.3. Îäíîðîäíàÿ çàäà÷à. Íàéäåì ðåøåíèå Φ0(z) îäíîðîäíîé çàäà÷è ñ êðà-
åâûì óñëîâèåì
Φ+(t) = G(t)Φ−(t), t ∈ L0. (1.7)
Çà êàíîíè÷åñêóþ óíêöèþ çàäà÷è (1.7) âîçüìåì





lnG(τ)ζ(τ − z) dτ,
ïðè÷åì ïîä lnG(t) ïîíèìàåì íåêîòîðóþ îäíîçíà÷íóþ âåòâü ýòîé óíêöèè.
Ôóíêöèÿ X0(z) ÿâëÿåòñÿ êóñî÷íî-ãîëîìîðíîé, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ
(1.7), à â îêðåñòíîñòè êîíöîâ c0 , ñîãëàñíî ñâîéñòâó 3
◦
, èìååò ïîâåäåíèå âèäà













ãäå çíàê ¾ìèíóñ¿ âûáèðàåòñÿ ïðè c0 = a0 , ¾ïëþñ¿  ïðè c0 = b0 , à óíêöèÿ X1(z)
èìååò êîíå÷íûå ïðåäåëû, îòëè÷íûå îò íóëÿ, ïðè z → c0.
Íàçîâåì êîíåö c0 îñîáåííûì, åñëè α
±
0 ∈ Z , è íåîñîáåííûì  â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
[5, ñ. 256℄. Çàêðåïèì èêñàöèþ âåòâè lnG(t) ñëåäóþùèì îáðàçîì:





∈ Z, òî âûáåðåì âåòâü
lnG(t) òàê, ÷òîáû argG(a0) = 0;
á) åñëè a0  íåîñîáåííûé êîíåö, è â íåì òðåáóåòñÿ îãðàíè÷åííîñòü ðåøåíèÿ
(Φ0(z) ∈ h(a0)) , òî âûáåðåì âåòâü lnG(t) òàê, ÷òîáû
0 < α−0 < 1⇔ −2pi < argG(a0) < 0; (1.8)
â) åñëè â íåîñîáåííîì êîíöå a0 íå òðåáóåòñÿ îãðàíè÷åííîñòè, òî âûáåðåì âåòâü
lnG(t) òàê, ÷òîáû
−1 < α−0 < 0⇔ 0 < argG(a0) < 2pi. (1.9)
Òåïåðü âåòâü lnG(t) èêñèðîâàíà íà âñåé äóãå.
Íàçîâåì èíäåêñîì çàäà÷è (1.7) òàêîå öåëîå ÷èñëî κ , ÷òî åñëè b0  îñîáåííûé
êîíåö, òî κ = α+0 , åñëè b0  íåîñîáåííûé êîíåö, òî
0 < α+0 − κ < 1, (1.10)
êîãäà òðåáóåòñÿ îãðàíè÷åííîñòü ðåøåíèÿ â òî÷êå b0 (Φ0(z) ∈ h(b0)), è
−1 < α+0 − κ < 0, (1.11)
êîãäà îãðàíè÷åííîñòè íå òðåáóåòñÿ.
Ôóíêöèÿ Φ0(z) ∈ h(a0, b0), åñëè îíà îãðàíè÷åíà â íåîñîáåííûõ êîíöàõ a0, b0 , à
Φ0(z) ∈ h0 îçíà÷àåò, ÷òî â îáîèõ êîíöàõ äîïóñêàåòñÿ íåîãðàíè÷åííîñòü.
Ôóíêöèÿ X0(z) ÿâëÿåòñÿ êâàçèïåðèîäè÷åñêîé [2℄, òàê êàê






Çàìåòèì, ÷òî ïîñòîÿííàÿ α çàâèñèò îò çíà÷åíèÿ α0 , à ñëåäîâàòåëüíî, è îò
êëàññà, â êîòîðîì èùåòñÿ ðåøåíèå Φ0(z) .
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àññìîòðèì îòíîøåíèå f(z) = Φ0(z)/X0(z) . Ýòî êâàçèýëëèïòè÷åñêàÿ óíêöèÿ
ñ óñëîâèåì f(z+ωk) = f(z) exp(ηkα) . Â òî÷êå a0 óíêöèÿ f(z) îãðàíè÷åíà, à â êîí-
öå b0 èìååò ïîðÿäîê íå íèæå (−κ) (òàê êàê ïðè óêàçàííîì âûáîðå κ ïðîèçâåäåíèå
f(z)(z − b0)
κ
äîïóñêàåò â òî÷êå b0 èíòåãðèðóåìóþ îñîáåííîñòü).
1) Ïóñòü κ > 0 , òîãäà f(z) äîïóñêàåò â êîíöå b0 ïîëþñ ïîðÿäêà κ, à ñëåäîâà-
òåëüíî, â Π ñîäåðæèòñÿ κ íóëåé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç b˜1, b˜2, . . . , b˜κ ïîëíóþ ñèñòåìó
íóëåé f(z) ñ óñëîâèåì
κ∑
j=1
(b0 − b˜j) = α. (1.12)





, ãäå C  ïðîèçâîëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ, σ(z) 
ñèãìà-óíêöèÿ Âåéåðøòðàññà. Îòñþäà Φ0(z) = X0(z)f(z).
Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå êàê ðåøåíèå îäíîðîäíîé çàäà÷è ìîæíî ïðåäñòàâèòü è â
âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû
èç [2℄. Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì f(z) â âèäå
f(z) =
[








(j−1)(z − b0 + α/κ)

 , (1.13)





Ôîðìóëà (1.13) ñïðàâåäëèâà è äëÿ ñëó÷àÿ α/κ = ω˜ (çäåñü è â äàëüíåéøåì ω˜ =










2) Ïóñòü κ = 0. Êðèòåðèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ãîëîìîðíîé êâàçèýëëèïòè÷åñêîé
óíêöèè f(z) 6≡ 0 ÿâëÿåòñÿ ðàâåíñòâî α = ω˜. Ïðè åãî âûïîëíåíèè èìååì f(z) =
= C exp(η˜z).
3) Ïóñòü κ < 0. Ôóíêöèÿ f(z), ÿâëÿÿñü ãîëîìîðíîé è èìåþùåé íóëü ïîðÿäêà
(−κ) â òî÷êå b0, áóäåò ðàâíà íóëþ òîæäåñòâåííî.
Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà
Òåîðåìà 1.2. Îäíîðîäíàÿ çàäà÷à (1.7) ïðè κ > 0 èìååò κ ëèíåéíî-
íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé. Ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé çàäàåòñÿ îðìóëîé










lnG(τ)ζ(τ − z) dτ,
ãäå C, b˜j, j = 1, . . . ,κ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì (1.12), â îñòàëüíîì ïðîèçâîëüíû,
èëè Φ0(z) = f(z) expΓ(z), ãäå f(z) îïðåäåëÿåòñÿ îðìóëàìè (1.13), (1.14). Ïðè
κ = 0, α = ω˜, ðåøåíèå çàäà÷è (1.7) èìååò âèä Φ0(z) = C exp[Γ(z) + η˜z]. Ïðè
κ = 0, êîãäà α 6= ω˜ , è ïðè κ < 0 çàäà÷à íå èìååò îòëè÷íûõ îò íóëÿ ðåøåíèé.
Çàìå÷àíèå. Â îñîáåííîì êîíöå c0 óíêöèÿ Φ0(z) âñåãäà îãðàíè÷åíà. Â ñëó-
÷àå, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (1.8), (1.10), ïîëó÷èì âñå ðåøåíèÿ çàäà÷è Φ0(z) ∈
∈ h(a0, b0) . Åñëè æå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (1.8), (1.11), òî Φ0(z) ∈ h(a0). Ïðè
âûïîëíåíèè óñëîâèé (1.9), (1.10) Φ0(z) ∈ h(b0). È, íàêîíåö, ïðè âûïîëíåíèè óñëî-
âèé (1.9), (1.11) Φ0(z) ∈ h0.
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1.4. Íåîäíîðîäíàÿ çàäà÷à. Íàéäåì ðåøåíèå Φ(z) íåîäíîðîäíîé çàäà÷è ñ
êðàåâûì óñëîâèåì (1.1).














ãäå Γ(z) è èíäåêñ κ îïðåäåëèì òàê æå, êàê è â îäíîðîäíîé çàäà÷å. Ôóíêöèÿ (1.15)
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
X(z + ωk) = X0(z) exp(ηkβ), k = 1, 2,
ãäå β = κ(b0−θ)−α, à òî÷êó θ âûáåðåì òàê, ÷òî θ /∈ Tω(L0) è ÷èñëî β íå ñîâïàäàåò
ñ ïåðèîäîì. Ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâà óíêöèè X0(z) , ïîëó÷èì, ÷òî X(z) óäîâëåòâîðÿåò
íà L0 óñëîâèþ (1.7), à ïî ïîâåäåíèþ íà êîíöå c0 ïðèíàäëåæèò òîìó æå êëàññó,









, t ∈ L0. (1.16)
Äëÿ ðåøåíèÿ ïîëó÷åííîé çàäà÷è î ñêà÷êå äëÿ êâàçèýëëèïòè÷åñêîé óíêöèè
Φ(z)/X(z) èñïîëüçóåì êâàçèïåðèîäè÷åñêèé ïî z àíàëîã ÿäðà Êîøè
A(τ, z) =
σ(τ − z + β)
σ(β)σ(τ − z)
. (1.17)










ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1.1). Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó A(τ, z) ∼
∼ 1/(τ − z) ïðè z → τ, òî Ψ+(t) = Ψ−(t) + g(t)/(X+(t)), t ∈ L0, è, ñëåäîâàòåëüíî,
Φ˜(z) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (1.1). Äàëåå, òàê êàê A(τ, z +ωk) = A(τ, z) exp(−ηkβ),
òî Φ˜(z + ωk) = Φ˜(z). Îáîñíîâàíèå ïîâåäåíèÿ Φ˜(z) â îêðåñòíîñòè òî÷êè c0 àíàëî-
ãè÷íî [5,  80℄ â ñëó÷àå çàäà÷è èìàíà äëÿ ðàçîìêíóòîãî êîíòóðà. Äîêàçàíà
Òåîðåìà 1.3. Íåîäíîðîäíàÿ çàäà÷à (1.1) ïðè κ > 0 ðàçðåøèìà, è åå îáùåå
















A(τ, z) èìååò âèä (1.17), β = κ(b0 − θ)− α, òî÷êà θ /∈ Tω(L0) è âûáðàíà òàê, ÷òî
÷èñëî β íå ðàâíî ïåðèîäó.
2) Ïóñòü κ < 0. Çà êàíîíè÷åñêóþ óíêöèþ X(z) âîçüìåì óíêöèþ âèäà (1.16),
ïîëîæèâ â íåé θ = b0−α/κ , îòêóäà β = 0. Çàìåòèì, ÷òî ïðè κ > 0 òðåáîâàíèå β =
= 0 ìîãëî ïðèâåñòè ê ðàñõîäèìîñòè èíòåãðàëà Ψ(z) ïðè ïîïàäàíèè òî÷êè θ íà L0.
Òåïåðü çàäà÷à î ñêà÷êå (1.16) èññëåäóåòñÿ â êëàññå äâîÿêîïåðèîäè÷åñêèõ óíêöèé





dτ = 0. (1.18)
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åøåíèå Φ(z) èìååò âèä







ζ(τ − z) dτ,
åñëè äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû óíêöèÿ I2(z)+C èìåëà íóëü ïîðÿäêà íå




ζ(k)(τ − θ) dτ = 0, k = 1, 2, . . . ,−κ − 1. (1.19)
åçóëüòàò íå èçìåíèòñÿ, íî óïðîñòèòñÿ, êîãäà α/κ ðàâíî ïåðèîäó. Òàêèì îáðà-
çîì, äîêàçàíà
Òåîðåìà 1.4. Íåîäíîðîäíàÿ çàäà÷à (1.1) ïðè κ < 0 ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ (−κ) óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè (1.19) (ïðè κ < −1) è
















, θ = b0 − α/κ.
3) Ïóñòü κ = 0. Ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûìè ÿâëÿþòñÿ çäåñü ñëó÷àè ñîâïàäåíèÿ
è íåñîâïàäåíèÿ ÷èñëà α ñ ïåðèîäîì.
Ïóñòü α 6= ω. Èññëåäóåì çàäà÷ó (1.1) òàê æå, êàê ïðè κ > 0, ïîëàãàÿ âî âñåõ
îðìóëàõ κ = 0 . Òîãäà èìååì
X(z) = expΓ(z), X(z + ωk) = X(z) exp(−ηkα),
A(τ, z) =
σ(τ − z − α)
σ(−α)σ(τ − z)
, A(τ, z + ωk) = A(τ, z) exp(ηkα), k = 1, 2.










Ïðè α = ω˜ ðàññóæäàåì ïî àíàëîãèè ñî ñëó÷àåì κ < 0. Çà êàíîíè÷åñêóþ óíê-
öèþ âîçüìåì X(z) = exp[Γ(z)+ η˜z]. Òîãäà X(z+ωk) = X(z) exp(η˜ωk−ηkω˜) = X(z) ,









ζ(τ − z) dτ + C

 (1.21)
ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (1.18). Äîêàçàíà






6= ω áåçóñëîâíî ðàçðåøèìà è èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå âèäà (1.20). Ïðè α = ω˜
êðèòåðèåì ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå∫
L0
g(τ) exp[−Γ+(τ) − η˜τ ] dτ = 0.
Ïðè åãî âûïîëíåíèè ñóùåñòâóåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ðåøåíèå âèäà (1.21).
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Òàáë. 1
Êëàññ α0 κ f(z) (ïðèα 6= ω) f(z) ( ïðèα = ω˜)
h(a0) −1 < α0 <0 0 0 C exp(η˜z)
h(b0) 0 < α0 < 1 0 0 C exp(η˜z)
h(a0, b0) −1 < α0 < 0 −1 0 0
h0 0 < α0 < 1 1 C
σ(z + α− b0)
σ(z − b0)
C exp(η˜z)
2. Ñëó÷àé ïîñòîÿííîãî êîýèöèåíòà
àññìîòðèì çàäà÷ó (1.1) ïðè G(t) = G0 = const . Îáðàòèì âíèìàíèå íà îòëè-
÷èå ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé îò ñëó÷àÿ çàäà÷è èìàíà äëÿ ðàçîìêíóòîãî êîíòóðà íà
ïëîñêîñòè.



















0 , âåòâü ëîãàðèìà â ïðàâîé ÷àñòè èêñèðîâàíà â ñîîòâåò-













lnG0 dτ = (α0 + iβ0)(b0 − a0).
Åñëè êîíöû a0, b0 îñîáåííûå, òî åñòü G0 > 0 , òî α0 = 0, κ = 0. Òîãäà Φ0(z) =
= 0 ïðè α 6= ω è Φ0(z) = CX0 exp(η˜z) ïðè α = ω˜. Åñëè êîíöû íåîñîáåííûå, òî
Φ0(z) = X0(z)f(z), ãäå f(z) îïðåäåëÿåòñÿ â çàâèñèìîñòè îò êëàññà ðåøåíèé (ñì.
òàáë. 1).
Â îòëè÷èå îò çàäà÷è èìàíà äëÿ ðàçîìêíóòîãî êîíòóðà íà ïëîñêîñòè óíêöèÿ
Φ0(z) çàâèñèò íå òîëüêî îò κ, íî è îò âåëè÷èíû α. àññìîòðèì ïîäðîáíåå ñëó÷àé
κ = 1. Ïîëîæèì α = α(1) , åñëè −1 < α0 < 0, è α = α
(2)
, åñëè 0 < α0 < 1 . Òàê
êàê α(2) = α(1) + b0 − a0 , òî α
(1), α(2) îäíîâðåìåííî ïåðèîäàìè áûòü íå ìîãóò.
Çäåñü íåîãðàíè÷åííûå â îáîèõ êîíöàõ ðåøåíèÿ ñóùåñòâóþò òîëüêî ïðè α(1) 6= ω è




σ(z + α(2) − b0)
σ(z − b0)
= C
σ(z + α(1) − a0)
σ(z − b0)
= C1
σ(z − a0) exp(η˜z)
σ(z − b0)
,
îòêóäà h0 = h(a0).
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2.2. Íåîäíîðîäíàÿ çàäà÷à. Ïóñòü óíêöèè Φ0(z), X0(z), ÷èñëà α0 è κ
îïðåäåëåíû òàê æå, êàê è â îäíîðîäíîé çàäà÷å.
Åñëè ðåøåíèå Φ(z) èñêàòü â êëàññå h0, òî κ = 1, êàíîíè÷åñêàÿ óíêöèÿ áåðåò-
ñÿ â âèäå X(z) = X0(z)σ(z− θ)/σ(z− b0), ãäå òî÷êà θ âûáðàíà òàê, ÷òî θ /∈ Tω(L0),









dτ +Φ0(z), A(τ, z) =
σ(τ − z + β)
σ(β)σ(τ − z)
.
Ïðè Φ(z) ∈ h(a0, b0) èíäåêñ κ = −1 , òîãäà X(z) = X0 σ(z − b0)/σ(z − bo − α) , è













[ζ(τ − z)− ζ(τ − b0 − α)] dτ.
Ïðè α = ω˜ ðåçóëüòàò ñîõðàíèòñÿ.
Åñëè ðåøåíèå èùåòñÿ â êëàññàõ h(a0), h(b0) èëè êîíöû îñîáåííûå, òî κ = 0.
Òîãäà ïðè α 6= ω èìååì X(z) = X0(z), A(τ, z) =





















ζ(τ − z) dτ + C


ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (2.1), ãäå X(z) = X0 exp(η˜z).
3. Çàäà÷à î ñêà÷êå â ñëó÷àå íåïåðèîäè÷åñêîãî ñêà÷êà
Ïóñòü L0 = (â0, b0) ∈ R . Îáîçíà÷èì L =
∞⋃
k=0
Lk , ãäå Lk ïîëó÷åíû èç L0 ïðåîá-
ðàçîâàíèÿìè ãðóïïû Tω .
Òðåáóåòñÿ íàéòè êóñî÷íî-ãîëîìîðíóþ óíêöèþ Φ(z) , óäîâëåòâîðÿþùóþ êðà-
åâîìó óñëîâèþ
Φ+(t)− Φ−(t) = gk(t), t ∈ Lk. (3.1)
Íà îñíîâàíèè èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ î ðåøåíèè çàäà÷è â ñëó÷àå ñ÷åòíîãî ìíî-












ãäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë {nk} ïîäîáðàíà òàê, ÷òî ðÿä (3.2) ñõîäèòñÿ
àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà ëþáîì êîìïàêòå ïîñëå îòáðàñûâàíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà
÷ëåíîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ òåì Lk , êîòîðûå ëåæàò âíóòðè ýòîãî êîìïàêòà.
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Èìåÿ F(z) , ìîæíî çàïèñàòü îáùåå ðåøåíèå çàäà÷è â âèäå
Φ(z) = F(z) + P(z),
ãäå P(z)  ïðîèçâîëüíàÿ öåëàÿ óíêöèÿ.
Äëÿ òîãî ÷òîáû ñîðìóëèðîâàòü äîïîëíèòåëüíûå òðåáîâàíèÿ, êîòîðûå íóæíî
íàëîæèòü íà óíêöèþ g(t) = gk(t), t ∈ Lk , ÷òîáû çàäà÷à èìåëà êîíå÷íîå ÷èñëî
ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé, ââåäåì
Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Γ = {Γm}
∞
1 çàìêíóòûõ êîíòóðîâ íàçîâåì
ïðàâèëüíîé ñèñòåìîé êîíòóðîâ, åñëè îíà îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
1) Γ1 ñîäåðæèò âíóòðè òî÷êó z = 0 ;
2) Γm ëåæèò â îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé êîíòóðîì Γm+1 ;
3) åñëè dm = min
z∈Γm
|z| , òî lim
m→∞
dm =∞ ;
4) lm/dm 6 a , ãäå lm  äëèíà Γm , a > 0  ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèñÿùàÿ îò m .
Èìååò ìåñòî [3, ñ. 243℄
Òåîðåìà 3.1. Åñëè ñóùåñòâóåò ïðàâèëüíàÿ ñèñòåìà êîíòóðîâ Γ , íå ïåðå-
ñåêàþùàÿñÿ ñ êîíòóðàìè Lk , òî âñå ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.1), óäîâëåòâîðÿþùèå íà
âñåõ Γm óñëîâèþ
















ïðè÷åì ðÿä ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà ëþáîì êîìïàêòå, íå ñîäåðæàùåì òî÷åê Lk ,
Pn−1(z)  ïîëèíîì ñòåïåíè n − 1 , ÷åðåç L
∗
m îáîçíà÷åíà ñîâîêóïíîñòü êîíòóðîâ
Lk , ðàñïîëîæåííûõ â Dm (îáëàñòü ìåæäó Γm è Γm+1 ), à ÷åðåç g
∗
m(t) îáîçíà÷åíà
óíêöèÿ íà L∗m , ñîâïàäàþùàÿ íà êàæäîì Lk ⊂ L
∗
m ñ çàäàííûì ñêà÷êîì gk(t) .
Ìîæíî êîíêðåòèçèðîâàòü íàáîð öåëûõ ÷èñåë nk ïðè ïîñòðîåíèè ÷àñòíîãî ðå-
øåíèÿ (3.2). Ñïðàâåäëèâà [4℄









|gk(τ)||dτ |, Rk = min
τ∈Lk
|τ | (3.3)
ñõîäèòñÿ, òî ðÿä (3.2) ïðè âñåõ nk = n ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà
ëþáîì êîìïàêòå, íå ñîäåðæàùåì òî÷åê êîíòóðîâ Lk (ïîñëå îòáðàñûâàíèÿ ñîîò-
âåòñòâóþùåãî ÷èñëà ÷ëåíîâ).











Èñïîëüçóÿ ïðèâåäåííûå âûøå ðåçóëüòàòû, ïîñòðîèì ðåøåíèå çàäà÷è (3.1) ñ çà-
äàííûì ïîâåäåíèåì ïðè z → ∞ . Â íàøåì ñëó÷àå â êà÷åñòâå ñèñòåìû Γ ìîæíî
âçÿòü ñëåäóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü: çà Γ1 ïðèìåì ãðàíèöó ïàðàëëåëîãðàììà,
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ñîñòàâëåííîãî èç 9 êîíãðóýíòíûõ ïàðàëëåëîãðàììîâ, öåíòðîì êîòîðîãî ÿâëÿåò-
ñÿ R, çà Γ2  ãðàíèöó ïàðàëëåëîãðàììà, ñîñòàâëåííîãî èç 25 êîíãðóýíòíûõ ïà-
ðàëëåëîãðàììîâ, öåíòðîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ R, è ò. ä. (â äàííîì ñëó÷àå a =
= [6(|ω1|+ |ω2|)]/d1 ).
Òðåáóåòñÿ íàéòè êóñî÷íî-ãîëîìîðíîå ðåøåíèå Φ(z) çàäà÷è (3.1), óäîâëåòâî-
ðÿþùåå íà Γ óñëîâèþ
|Φ(z)| 6 M|z|, M > 0, (3.4)
ïðè÷åì óíêöèÿ g(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ gk(t) ∈ Hλk(Lk) è íåðàâåíñòâó
sup
t∈L
|g(t)| 6 N, 0 < N <∞. (3.5)
















k , Rk = |τ + ω|, τ ∈ L0. (3.6)




























∣∣∣n+1 → 1 ïðè k1, k2 → ±∞ , èìååì, ÷òî ñõîäèìîñòü ðÿäà






Èç òåîðèè äâîÿêîïåðèîäè÷åñêèõ óíêöèé [3, ñ. 212℄ èçâåñòíî, ÷òî íàèìåíü-
øåå n , ïðè êîòîðîì ñõîäèòñÿ ðÿä (3.7), áóäåò ðàâíî 2.











Òîãäà èç òåîðåìû 3.1 ñëåäóåò
Òåîðåìà 3.3. Âñå ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.1), óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ (3.4), îïðå-
äåëÿþòñÿ îðìóëîé
Φ(z) = F˜(z) + P1(z), (3.9)
ãäå F˜(z) èìååò âèä (3.8), P1(z)  ïîëèíîì ïåðâîé ñòåïåíè, ïðè÷åì ðÿä ñõîäèòñÿ
àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà ëþáîì êîìïàêòå, íå ñîäåðæàùåì òî÷åê Lk .
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|gk(τ)| |dτ |. (3.10)











ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî íà ëþáîì êîìïàêòå ïîñëå îòáðàñûâàíèÿ êîíå÷-

















Ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k âåëè÷èíà z/τ áóäåò ñêîëü óãîäíî ìàëîé, òàê êàê
























Ïîêàæåì îãðàíè÷åííîñòü (3.11) íà Γ . Â ñèëó ñâîéñòâ Γ è L ñóùåñòâóåò òàêàÿ






























Òåîðåìà 3.4. Âñå ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.1) ïðè óñëîâèè (3.10), óäîâëåòâîðÿþùèå
íåðàâåíñòâó
|Φ(z)| 6 M, z ∈ Γ,
îïðåäåëÿþòñÿ îðìóëîé
Φ(z) = F1(z) + C,
ãäå F1(z) èìååò âèä (3.11), à C  ïîñòîÿííàÿ.
àññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà óíêöèÿ g(t) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì
g0(t) = gk(t+ ω), t ∈ L0, g0(t) ∈ Hλ(L0). (3.13)
Áóäåì îòûñêèâàòü äâîÿêîïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ çàäà÷è (3.1) ñ ïåðèîäàìè ω1 è
ω2 .
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Èç ëåììû 1.1 ñëåäóåò ðàâåíñòâî∫
L0
g0(τ) dτ = 0. (3.14)
Â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè ðåøåíèé íà ∂R îíè óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (3.4), ïî-
ýòîìó íà îñíîâàíèè òåîðåìû 3.3 äîñòàòî÷íî èç ðåøåíèé (3.9) âûäåëèòü äâîÿêîïå-

































































































































Òðåáóÿ ïåðèîäè÷íîñòü, ñ ó÷åòîì (3.14) ïîëó÷èì






′(τ)dτ +Aωk, k = 1, 2,






′(τ)dτ . Òåì ñàìûì ïîëó÷åíî ðåøåíèå âèäà (1.6) ïðè
g(t) = g0(t) .
Îòìåòèì ñëåäóþùèé èíòåðåñíûé àêò. Ôóíêöèÿ (3.15) íå ÿâëÿåòñÿ äâîÿêîïå-
ðèîäè÷åñêîé, íî èç íåå ìîæíî ïîëó÷èòü äâîÿêîïåðèîäè÷åñêóþ óíêöèþ, èìåþùóþ
â ïàðàëëåëîãðàììå ïåðèîäîâ ïîëÿðíóþ îñîáóþ ëèíèþ âòîðîãî ïîðÿäêà [6, ñ. 98
103℄. Ýòà óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì óíêöèè Âåéåðøòðàññà ℘(u) , èìåþùåé â R







g0(τ)[℘(τ − z)− ℘(τ)] dτ.
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Summary
E.P. Aksenteva, I.G. Salekhova. Riemann Problem in a Case of Doubly Periodi Arrange-
ments of Arhes. I.
The paper onsiders the deision of Riemann problem in a ase of doubly periodi
arrangements of arhes. The ase of periodi fator and a free member is regarded. On the basis
of results for Riemann problem deision in ase of aounting set of ontours, generalization
on the ase of non-periodi jumps is given.
Key words: Riemann problem, doubly periodi arrangements of arhes, ellipti funtion,
quasiellipti funtion, periodi fator and a free member, aounting set of arhes, non-periodi
gallop.
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